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Lekcije iz Matematike 1.

9. 1 10. Elementarne funkcije.
Funkcije vazne u primjenama

I. Naslov i objasnjenje naslova

U lekciji se navode elementarne funkcije (tj. linearne, kvadratne, kubne
funkcije i, opéenito, potencije i polinomi, racionalne funkcije, eksponencijalne i
logaritamske funkcije te trigonometrijske i arkus funkcije), opisuju njihova svo-
jstva, crtaju grafovi, usvajaju pripadajuée oznake i tehnika ra¢unanja (temeljne
elementarne funkcije upravo su one funkcije koje su ugradjene u kalkulator).
Naznacuje se uloga tih funkcija u primjenama.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matematiéki problem

Primjena matematike dobrim je dijelom zasnovana na racunanju. Racu-
nanje pociva na temeljnim ra¢unskim operacijama: zbrajanju (i njenoj inverznoj
operaciji oduzimanju), mnoZenju (i njenoj inveznoj operaciji dijeljenju). Uza-
stopnim mnoZenjem broja sa sobom dolazi se do operacije potenciranja (toj je
operaciji inverzna operacija korjenovanja).

U primjenama, te operacije ¢esto nisu dovoljne. Drugim rije¢ima, postoje veze
medju zavisnim veli¢inama koje se ne mogu (ili ne mogu jednostavno) zapisati
pomocu gornjih operacija. Takve su, na primjer, eksponencijalne veze (odnosno,
njima inverzne, logaritamske veze). Na primjer, eksponencijalnog je tipa veza
izmedju koli¢ine radioaktivne materije i proteklog vremena.

Takodjer, za opis veze izmedju polozaja tocke koja titra na pravcu i proteklog
vremena, potrebne su trigonometrijske funkcije (njihove inverzne funkcije zovu
se arkus funkcijama).

III. Potrebno predznanje

Pojam funkcije i grafa funkcije. To su pojmovi koji se obradjuje veé u os-
novnoj i u srednjoj §koli, a mi smo ih ponovili u prethodnoj lekciji. Takodjer,
u srednjoj je Skoli obradjivana linearna, kvadratna, eksponencijalna i logarita-
mska funkcija, trigonometrijske funkcije i polinomi, medjutim mi éemo sve to
opet ponoviti. Jedino zaista novo gradivo jesu arkus funkcije.

Linearna funkcija - linearna veza medju veli¢inama.

Funkcija: f(x):=ax+b
Jednadzba grafa (linearna veza medju veli¢inama): y = ax + b (sl.1.).
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Parametri o kojima ovisi f (odnosno linearna veza): realni brojevi a,b.
Obicno se trazi da bude a # 0 (inale je funkcija konstanta, a graf pravac us-
poredan s x-osi).

Analiticko i geometrijsko znacenje parametara a i b:

Analiticki, b = f(0) tj. b je vrijednost varijable y kad je vrijednost varijable
jednaka 0 (to se piSe i kao y(0) = b).

Geometrijski, b je odrezak koji graf odsijeca na y-osi.

Analiticki, a je stalni omjer prirasta funkcije i prirasta argumenta:

f(x2) — f(x1)  axs+b—axy —b

T2 — T1 T2 — T1

Geometrijski, a je koeficijent smjera (nagib) pravca - grafa funkcije:

ako je a > 0 prikloni je kut pravca 8iljast (jer je a = tan ), a funkcija rastuca
(to znadi da se pri povecavanju veli¢ine x povecava i velic¢ina y);

ako je a < 0 prikloni je kut pravca tup, a funkcija padajuca; (to znaci da se pri
povecavanju velifine z veli¢ina y smanjuje) (sl.2.).
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Mnoge su veze medju veli¢inama linearne, a tipi¢ni su primjeri pretvaranje
jedinica i jednoliko gibanje po pravcu:

Primjer 1. Pretvaranje jedinica.
(i) Ako je y vrijednost mase u gramima, a x vrijednost iste mase u kilogramima,



onda je:
y = 1000z

Jezikom funkcija: Linearna funkcija f(x) := 1000z "pretvara kilograme u grame".
(i) ako je z vrijednost temperature u Celziusovim stupnjevima, a y vrijednost
iste temperature u Fahrenheitovim stupnjevima, onda je y = %x + 32.

Jezikom funkcija: Linearna funkcija f(x) := %x + 32 "pretvara Celziusove stup-

njeve u Fahrenheitove".
Primjer 2. Jednoliko gibanje po pravcu.
Ako je y koordinata polozaja Cestice koja se giba po pravcu jednolikom brzinom
vg, a koja u trenutku ¢ = 0 zauzima polozaj (tj. koordinatu) yo, onda je
Yy =wo-t+Yo

(tu je stalna brzina vy koeficijent smjera, a yo odrezak na y-osi)(sl.3.).
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Jezikom funkcija: Linearna funkcija f(t) := vg -t + yo opisuje poloZaj Cestice
koja se giba jednoliko po pravcu brzinom v, a koja u trenutku ¢ = 0 ima polozaj
Yo-

Kvadratna funkcija. Potencije. Polinomi.
Funkcija f(z) := 22 je funkcija kvadriranja tj. stavljanje na drugu potenciju

(krace kvadriranje ili druga potencija).
Njen je graf parabola s jednadzbom y = 2 (sl.4.).
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To je primjer kvadratne veze, koja, na primjer, povezuje duljinu stranice
kvadrata = i njegovu povrginu y (tu y kvadratno ovisi o x).
Nesto slozenija, a u primjenama, puno ¢e§éa kvadratna veza jest ona oblika

y = ax?

(s pripadnom funkcijom f(z) := ax?), gdje je a realni parametar (u pravilu se
trazi da bude a # 0).

Primjer 3. Kvadratne veze oblika y = ax? su, na primjer:
(i) izmedju duljine stranice jednakostrani¢nog trokuta i njegove povrsine.
(ii) izmedju polumjera kruga i njegove povrsine.
(iii) izmedju proteklog vremena i duljine prijedjenog puta Cestice koja se giba po
pravcu pod utjecajem konstantne (stalne) sile, ako je u trenutku kad smo poceli
mjeriti vrijeme brzina ¢estice bila nula (zasto je potreban ovaj posljednji uvjet?).

Opcéa kvadratna funkcija - polinom 2. stupnja. To je funkcija
f(z) :=az® + bz +c
gdje su a, b, c realni parametri i a # 0. Graf joj je parabola s jednadzbom
y=azx>+br+c
Ta se funkcija i graf podrobno obradjivala u srednjoj §koli. Ima veliku ulogu
u primjenama, na primjer gibanje na pravcu pod utjecajem stalne sile, poput
vertikalno hitca. Opéenito, ona opisuje veze izmeddju dviju veli¢ina pri kojoj se

pri promjeni jedne od veli¢ina, brzina promjene druge mijenja linearno, odnosno
ako je akceleracija promjene stalna. O tome ¢e viSe biti rijeci poslije.

Potencije oblika f(z) := 2™ odnosno f(z) := az™, gdje je n prirodan broj
i a realan broj razli¢it od nule predocene su na (sl.5.).



Inverzna funkcija i inverzna veza medju veli€inama
1. Inverzna funkcija linearne funkcije opet je linearna funkcija.

Linearna veza y = ax + b medju veli¢inama z, y eksplicitno pokazuje kako x
ovisi o y. Inverzna veza pokazuje kako y ovisi o . Tu je z = nyb tj.x=4— g.
Inverzna funkcija linearne funkcije f(z) := ax + b je funkcija

Uocite da se izraz za inverznu funkciju dobije tako da se u inverznoj vezi stavi
x umjesto y. To treba tumaciti ovako:

Funkcija f najprije £ mnozi s a, potom rezultatu dodaje b.

Inverzna funkcija f~! vrsi suprotnu (inverznu) radnju, u suprotnom redoslijedu.
Dakle:

Funkcija f~! najprije od  oduzima b, potom rezultat dijeli s a.

Primjer 4. Ove su veze medjusobno inverzne (i u koordinatnoj ravnini su
predoCene istim pravcem). Za razliku od toga grafovi funkcije i njoj inverzne
funkcije, predoceni u istom koordinatnom sustavu, simetri¢ni su s obzirom na
pravac s jednadzbom y = = (sl.6.).



(crl
A€

(i) y =2 — 31z =y+ 3. Na jeziku funkcija imamo:

flx)=2-3: f'2)=x+3
s jednadzbama pripadnih grafova y =2 —3iy =2+ 3.
(ii) y = 3z i z = §. Na jeziku funkcija imamo:

T

f@)=se: [ @) =3

s jednadzbama pripadnih grafova y =3z iy = %.

(i) y=2x—3ix= % Na jeziku funkcija imamo:
fla) =20 —-3: fV(z) = "””;L?’
x+3

s jednadzbama pripadnih grafova y = 2z — 31y = “3=.

Inverzna funkcija kvadratne funkcije - funkcija "drugi korijen" Od
prije je poznato da je "korjenovanje inverzno potenciranju" i oznake 7 drugi
korijen, odnosno g/ za n-ti korijen.

Ako je y = 22 onda je, opéenito, x = +,/y. Za te su dvije veze ne govorimo
da su medjusobno inverzne (ve¢ samo da su ekvivalentne). To je zato §to u vezi
y = 22 dvije razli¢ite (medjusobno suprotne) vrijednosti veli¢ine 2 odgovaraju
istoj vrijednosti veli¢ine y. Izuzetak je kad obje veli¢ine imaju vrijednost 0.
Medjutim, ako se ograni¢imo samo na pozitivne vrijednosti x, onda su

yzxzix:\/gj

medjusobno inverzne veze. Tu smo =+ izbacili jer je x > 0, a poznato je da su
vrijednosti drugog korijena takodjer pozitivni (li nula). Zato su funkcije:

fx):=2? >0i f(z):=x

medjusobno inverzne i njihovi su grafovi simetri¢ni s obzirom na pravac s jed-
nadzbom y = z (sL.7.).



Sli¢no:
y=23iz= ¢y medjusobno su inverzne veze.
f(x) == 2%i f~1(x) = ¥x medjusobno su inverzne funkcije (tu nema ogranicenja
na z). Tako je i za petu, sedmu i, opéenito, neparnu potenciju (sl.8.).
y=ax'zax>0iz= ¥y medjusobno su inverzne veze, odnosno f(z) := z* za
x>41i f~1(z) = /r medjusobno su inverzne funkcije. Tako je i za Sestu, osmu

i svaku parnu potenciju (sl.9.).
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Primjer 5. Zadan je koordinatni sustav u koji je ucrtan graf kvadratne
funkcije f(z) := 2. Moze li nam taj graf pomo¢i da graficki odredimo /2, v/3
i, opc¢enito, y/a ako je poznat a > 07



Moze. Na primjer, v/2 dobit ¢emo tako da na y-osi iz 2 idemo usporedno s
2-08i u pozitivnom usmjerenju do grafa, potom iz te tocke okomito na z-os, koji
¢emo presjeéi u tocki s koordinatom /2 (s1.10.).

Ao po.

Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Ponovimo, ako je baza a > 1 onda eksponencijalna funkcija
f(@) = a*

ima ova svojstva (sl.11.):

1. f ubrzano raste
2. f je pozitivna (graf joj je iznad osi z)
3. f je definirana za svaki z, tj. a® postoji za svaki z, tj. svaki pravac okomit
na z-os sijece graf
4. f(0) =1, jer je a® = 1; tj. tocka (0, 1) je tocka grafa eksponencijalne funkcije.
5.a°>1lzax>0,aa"<lzaz <0

Inverzna funkcija eksponencijalne funkcije f(z) := a® je logaritamska funkcija
s bazom a, tj funkcija f~!(z) := log,(w), a inverzna veza eksponencijalne veze
y = a® jest veza x = loga(y)-
Svojstva logaritamske funkcije, s bazom a > 1, inverzna onima eksponencijalne
funkcije jesu (sl.12.):

:l ‘a:ux

04

['Dt ‘}!

0 |
M4




1. log, usporeno raste
2. log, je definirana samo za x > 0 (graf joj je desno od osi y)
3. log, postize sve vrijednosti, tj. svaki pravac okomit na y-os sijece graf.
4. f(1) = 0, jer je log,(1) = 0; tj. tocka (1,0) je totka grafa logaritamske
funkcije.
5. log,(x) > 0 za x > 1 tj. graf je iznad x-os za = > 1.
loga(z) < 0za 0 <z <1 tj. graf je ispod z-osi za 0 < z < 1.

Primjer 6. (prirodni logaritam). U primjenama se prirodno javlja broj
e = 2.7, koji je iracionalan (Gak transcendentan). Logaritam s bazom e oznacava
se obi¢no kao In. Dakle
In :=loge

Eksponencijalna funkcija s bazom e obi¢no se oznac¢ava kao exp. Dakle

exp(zx) :=e”

Na (sl.13.) su grafovi ovih funkcija s nekoliko istaknutih tocaka.

AL AR

Takodjer, logaritamsku funkciju s bazom 10 obi¢no piSemo bez baze, kao log.
Dakle
log :=logig

Eksponencijalna i logaritamska funkcija s bazom manjom od 1.
Eksponencijalne funkcije (odnosno logaritamske) dijele se u dvije skupine:

I. skupina. U njoj je baza a > 1. Te smo funkcije ve¢ razmatrali i jedno od
svojstava tih funkcija da su rastuce.

II. skupina. U njoj je 0 < a < 1. Te funkcije imaju svojstva analogna onima
za a > 1, a glavna razlika je da su te funkcije padajuée (sl.14.).



Evo popisa svojstava tih funkcija.

Ako je f(x) :=a" 10 < a < 1 onda:
1. f usporeno pada
2. f je pozitivna (graf joj je iznad osi z)
3. f je definirana za svaki z, tj. a® postoji za svaki x, tj. svaki pravac okomit
na z-os sijece graf
4. f(0) =1, jer je a® = 1; tj. tocka (0, 1) je tocka grafa eksponencijalne funkcije.
5. <lzax>0,aa”*>1lzaz <0

Funkcija log, za 0 < a < 1 ima ova svojstva:
1. log, usporeno pada
2. log, je definirana samo za x > 0 (graf joj je desno od osi y)
3. log, postize sve vrijednosti, tj. svaki pravac okomit na y-os sijece graf.
4. f(1) = 0, jer je log,(1) = 0; tj. tocka (1,0) je tocka grafa logaritamske
funkcije.
5. loge(z) > 02za 0 <z <1tj. graf je iznad z-os za 0 < z < 1.
loga(z) < 0 za x > 1 tj. graf je ispod z-osi za x > 1.

VaZna svojstva koja imaju sve eksponencijalne funkcije i njima
analogna svojstva logaritamskih funkcija.

(I) a®¥ = a® - a¥ (zbroj prelazi u umnozak)
loga(zy) = loga(x) + log,(y) (umnozak prelazi u zbroj)

a® Y

= a® : a¥ (razlika prelazi u koli¢nik)
loga(z : y) =

loga(x) — loga(y) (koli¢nik) prelazi u razliku)

(I1) (a®)¥ = a®¥ (potenciranje prelazi u mnozenje).
log(z¥ = ylog,(x) (potenciranje prelazi u mnozenje).

VazZna svojstva koja povezuju eksponencijalnu i logaritamsku funkciju
s jednakim bazama - par medjusobno inverznih funkcija.
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log,(a”) = x za svaki realan broj z.
a'9:(®) = g 7a svaki pozitivan broj z (tj. za z > 0).

Primjer 7. (primjer eksponencijalne zavisnosti
Naka je t vrijeme i y koli¢ina radioaktivne materije. Tada su te dvije veli¢ine

exsponencijalno zavisne (u idealnim uvjetima):

y=yo-e
Tu je yo koli¢ina materije u t = 0, a A > 0 konstanta ovisna o vrsti materije
(moze se i preciznije definirati) (sl.15). Ovaj ¢emo vazan primjer podrobnije
razmatrati kad budemo obradjivali diferencijalne jednadzbe.

'ﬂ'n-,'}ﬁu.,f dp“"a"'ﬂ'&"ﬂd-f
A

Inverzne funkcije i rjeSavanje jednadZba.

Ako f ima inverznu funkciju onda je rjesSenje jednadzbe

(uz uvijet da f~1(b) postoji).
Dakle, takve jednadzbe imaju to¢no jedno rjeSenje ili nemaju rjesenja.

Primjer 8.
1. Jednadzba: © — 2 =3 — RjeSenje: x =3 + 2
2. Jednadzba: 2 -z =3 — RjeSenje: x =3 : 2
3. Jednadzba: z : 2 =3 — RjeSenje: z =3 -2
4. Jednadzba: z? = 3 — RjeSenje: x = +/2
(predznak se pojavljuje jer su kvadriranje i korjenovanje inverzne samo za poz-
itivne brojeve).
5. Jednadzba: 2% = 3 — RjeSenje: = = loga(3)
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6. Jednadzba: logs(z) = 3 —— RjeSenje: x = 23

7. Jednadzba: 2* = —3 — RjeSenje: Nema ga jer logs(—3) ne postoji
8. Jednadzba: 22 = —3 —— RjeSenje: Nema realnih rjeSenja jer v/—3 nije realan
broj

9. Jednadzba: 2° = —2 — Rjesenje: x = ¥/—2 = — /2.
10. Jednadzba: logs(z) = —3 — Rjefenje: z =273

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima
Trigonometrijske funkcije i arkus funkcije

Trigonometrijske funkcije obradjuju se u srednjoj §koli; s njihovim inverzima
- arkus funkcijama susre¢emo se prvi put.
Vidjeli smo da su linearne veze vrlo Ceste (na primjer vrijeme i poloZaj ¢es-
tice koja se giba jednoliko po pravcu), kvadratne takodjer (na primjer, vri-
jeme i polozaj Gestice pri slobodnom padu); eksponencijalne veze dobro opisuju
radioaktivni raspad itd. Trigonometrijske funkcije opisuju periodna gibanja
(titranja, valovi) i to je jedna od njihovih najvaznijih uloga.
Temelj za te funkcije jest poznavanje odnosa izmedju kuta i stranica pravokutnog
trokuta. posebice onog s hipotenuzom duliine 1 (s1.16.).
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Primjer 9. Zamislimo da se ¢estica jednoliko giba po jedini¢noj kruznici,
suprotno od kazaljke na satu, jedini¢nom brzinom. Postavimo tu kruZnicu u
koordinatni sustav. Treba opisati polozaj projekcije te tocke na y-osi ovisno o
vremenu ¢ (sl.17.). ﬁ_

d
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Vidimo da projekcija P’ tocke P titra po y-osi izmedju toc¢aka (0, —1)1 (0, 1)
dok P kruzi.

)

Polozaj u nekom vremenu ¢ ovisi o polozaju u t = 0, zato, kao najjednostavniju
moguénost, razmotrimo onu ako je poCetni polozaj u tocki (1,0) (dakle na x-osi)

(sl.18.).

0]o
T4
i i
i
o
Gt'bm'.,ll'_ \.“L‘N'[ 'TT \
ot T Me e z
+ ;I.E o | Eva & T!C
& ﬂdﬂ,iauym-ﬂ. 'iil -4
wr | ©

Al A%

Kako je brzina jedini¢na, a opseg kruznice 27, jedan okret traje 27 vremen-
skih jedinica (pola okreta 7 vremenskih jedinica, ¢etvrtina okreta 7 vremenskih
jedinica itd.), polozaj y povezan je s vremenom sinusnom vezom:

y =sint

To vidimo 1 iz tablice.

Primjer 10. Zamislimo sad da se Cestica jednoliko giba po kruznici polum-
jera R, suprotno od kazaljke na satu, kutnom brzinom w u radijanima (to
znafi da Cestica u jedinici vremena prebrise sredisnji kut w) (sl.19).
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Postavimo tu kruznicu u koordinatni sustav. Treba opisati:
(i) polozaj projekcije te tocke na y-osi ovisno o vremenu t.
(ii) polozaj projekcije te tocke na z-osi ovisno o vremenu ¢.
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(i) polozaj te tocke u koordinatnom sustavu ovisno o vremenu t.

Polozaj ovisi o polozaju u t = 0, zato, kao najjednostavniju moguénost,
razmotrimo onu ako je pocetni polozaj u tocki (R,0) (dakle na z-osi).
Kako je kutna brzina w, za t vremenskih brzina prebrise se kut wt, pa vrijedi
(s1.20.):

(i)
y = Rsin(wt)

x = Rsin(wt)

(z,y) = (Rcos(wt), Rsin(wt)

Posebice, ako je R =11 w = 1 duljinskih jedinica za jednu vremensku, onda je

(x,y) = (cost,sint)

Wt
(Restw, & ; )
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Kad crtamo grafove pripadnih funkcija sinus i kosinus, onda, obi¢no, ne
piSemo t, veé¢ x, a drugu koordinatu, prema obic¢aju oznacavamo kao y. Dakle,
imamo funkcije sin i cos i njihove grafove y = sinz i y = cosz (sl. 21.).
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Primjer 11. (S) Uoc¢imo ponaSanje funkcije sinus na intervalu [0,27 >
(sl.22).
(i) Na tom intervalu sinus svaku pozitivnu vrijednost iz intervala < —1,1 >
postigne to¢no dva puta: jednom u nekom z, a drugi put u 7 — x. Pripadna
negativna vrijednost, postize se u 7 + x i 2 — x. Broj 1 postiZze se jednom - u
x = 5, broj —1 takodjer, u z = 37”
(ii) Sinus, po Cetvrtinama, najprije usporeno raste, pa ubrzano pada, pa us-
poreno pada, pa ubrzano raste.
Na intervalu [, 27 > sinus se opet ponaa kao i na [0,27 > itd. (periodnost
s periodom 27).

(C) Sli¢no je za funkciju kosinus (sl.23).

KL E S l[:""n" “-\j
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Primjer 12. Uoc¢imo ovo svojstva funkcija sinus:

(S) Na intervalu [—7, ] funkcija sin postize svaku vrijednost iz intervala [—1, 1]

to¢no jedan put (sl.24.).

(-9 | M.24

To znaci da je na tom intervalu sinus injektivna funkcija i da ima inverznu
funkciju: oznaka Sin~!ili Arcsin (Gitamo arkus sinus). Veliko S u Sin upozo-
rava nas da ne gledamo funkciju za sve , ve¢ samo za —5 <z < 7.

Dakle: . o
Sin [—5, 5] — [-1,1]
T
"3
Osnovne formule koja povezuju sinus i arkussinus (kao medjusobno inverzne
funkcije):

Sin~! = Arcsin : [-1,1] — [

16



(I) sin(Arcsin(x)) = z za sve x € [—1,1]
(IT) Arcsin(sin(x)) = = za sve x € [, J]

Graf funkcija Arcsin (sl. 25.) i sinus (za —5 < o < §) simetricni su s
obzirom na pravac y = z (ali nije ih zgodno crtati skupa).

d

(LY

Primjer 13. Odredimo Arcsin(1), Arcsin(—1), Arcsing, Arcsin(—?).

Arcsin(l) = 7, jer je sin(5) =1

Arcsz:n(lfl) 7.1, :jer ?ie sin(—lg) =-1
Arcsing = ), jer je sing = 5
Arcsin(—? = —Z, jer jesin(—%) = _73‘

Primjer 14. RjesSavanje trigonometrijskih jednadzba.

Rijesimo jednadzbu sin(z) = %
) na intervalu [—3, 7] tj. za x € [-F, 7]

(a
(b) na intervalu [0, 27]
(¢) u skupu realnih brojeva (sva rjeSenja).

Kad rijesimo a), onda ¢emo lako rijesiti i b) i ¢).

Rjesenje u a) je jedinstveno: xg = Arcsm(%) 5
U b) ima dva rjeSenja: o1 =29 =% (iza)) izo=m—zg=7— F = 3F

U ¢) su dvije beskona¢ne serije rjeSenja, a dobiju se dodavanjem 2kw svakom od
rjeSenja iz b).

I. serija: * = £ + 2k7

Il.serija: = = %’“ + 2km

To je zbog periodnosti. Tu k prolazi skupom cijelih brojeva: 0,+2, £3,....
Geometrijska ilustracija rjeSenja je na sl.26.
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Primjer 15. Rjesavanje trigonometrijskih jednadZba - nastavak.
Rijesimo jednadzbu sin(z) = —1
(a) na intervalu [—75, 7] tj. za z € [- 5, §]
(b) na intervalu [0, 27]
(

c¢) u skupu realnih brojeva (sva rjeSenja).

Postupamo kao i u Primjeru 14. Postoji mala razlika u postupku (zbog
negativnog predznaka).
RjeSenje u a) opet je jedinstveno: xoy = Arcsin(—%) =-%
(napominjemo da je, zbog neparnosti, dovoljno znati racunati arkussinus za
pozitivne brojeve).

U b) ima dva rjeSenja: 71 = 7—x0 =7+ = %r iwg =2m+x0 =21~ % = HT”
U ¢) je kao i u Primjeru 14.: L serija: z = =T + 2kr
Il.serija: z = HTW + 2km
Geometrijska ilustracija rjeSenja je na sl.27.
E:|
}h
4
:!'_p.. 'l—éﬂ ik %ﬂ
i P 4 f:; + t + ;F.LF.:}Y
R A N
. o -

Za rjesavanje jednadzbe cos(x) = b, postupa se sli¢no kao sa sinusom. Prvo,
uvodi se inverzna funkcija Arccos ovako:
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1. Vidimo da cos na intervalu [0, 7] postize svaku vrijednost iz [—1, 1] (sl.28.),
pa ima inverznu funkciju arccos (sl.29).

W29

2. Postupamo kao kod sinusa, dakle:
Cos : [0,7] — [-1,1]
Arccos := Cos™ 1 : [-1,1] — [0, 7]
Vrijedi (veza izmedju dviju medjusobno inverznih funkcija):
Arccos(cos(x)) = x za sve x € [0, 7]
cos(Arccos(x)) = x za sve x € [—1,1]
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Primjer 16. Rjesimo jednadzbu cos(z) = %
1.korak (rjeSenje na intervalu [0, 7]):

zo = Arccos(}) = 3

2. korak (skup svih rjeSenja): x = +xg + 2km = £5 + 2k

(tu smo iskoristili parnost funkcije kosinus pa nismo morali traziti drugo rjesenje

na intervalu [0, 27]; inade, to je rje Senja: 2m — g = 2F).
Funkcije Arctg i Arcctg uvodimo slikom 30.
1 1l
—_ 4 — — = ]=
N T . | \ d
= e d= ﬁrtf%"x
/:ﬁ:{a:_‘ 4 (o LY
=2 X D
el e I_._ ;2202 . —_— =z =0 l
L

AP, 20.

V. Pitanja i zadaci

1. Nadjite §to viSe primjera linearne veze medju veli¢inama u matematici,
fizici, kemiji i sl.

2. Opigite graf funkcije f(x) = ax?®.
metru a, a koja ne ovise.

Navedite koja svojstva ovise o para-

3. Opisite graf kvadratne funkcije ovisno o parametrima.

4. (i) Usporedite svojstva eksponencijalnih funkcija s bazom veéom od 1
odnosno manjom od 1. Koja su svojstva zajednicka, a koja razli¢ita i kako?
(i) Usporedite svojstva logaritamskih funkcija s bazom vec¢om od 1 odnosno
manjom od 1. Koja su svojstva zajednicka, a koja razli¢ita i kako?

5. (i) Napisite formulu koja povezuje eksponencijalne funkcije s razlic¢itim
bazama (tj. a® pomocu baze b). Posebno, zapisite a® pomocu baze e.
(i) Napisite formulu koja povezuje logaritamske funkcije s razli¢itim bazama.
Posebno, zapisite log,(z) pomoc¢u In, odnosno log.

6. U Primjeru 8. za svaku jednadzbu zapisite f, f~'1i b.
7. Graficki rijesite jednadzbe iz Primjera 8. ObrazloZite zasto neke nemaju

rjeSenja.
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8. Usporedite grafove funkcija Sin i Arcsin.
9. Rijesite jednadzbe sin(z) = 0, sin(z) = 1 i sin(z) = —1 prema uzoru na
Primjere 14. i 15. Uodcite sli¢nosti i razlike. Interpretirajte i geometrijski.

10. Rijesite jednadzbe cos(xz) = 0, cos(x) = 11 cos(x) = —1 prema uzoru na
Primjer 16. Uocite sli¢nosti i razlike. Interpretirajte i geometrijski.
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